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1 Introduction

Soit N > 0 un entier sans facteur carré et f,g,h € So(T'g(N)) trois formes primitives. On définit la
forme modulaire F = f ® g ® h sur h? (avec b le demi-plan de Poincaré) de poids (2,2,2) pour T'o(N)3
sur b3 par

F(z1,22,23) = f(21)9(22)h(23).

Pour définir la fonction L de F', on écrit les développements de Fourier de f, g, h :

FE) = ang", 9(z) = baq", h(z) = caq™

n>1 n>1 n>1

Pour [ premier ne divisant pas IV, notons ay,1, o 2 les paramétres de Satake de f, c’est-a-dire les racines
du polynéme 1 — ;X + [X2. On note de méme Bi,1, B2 et Y.1,v,2 les paramétres de Satake de g et
h. Pour p premier divisant IV, on pose €, = —apb,c, = 1. Remarquons qu’en notant w, 'involution

d’Atkin-Lehner sur So(I'g(N)) définie par f | wy, = f |2 (p 1), et up, = wi?, on a

F|u,=¢,F.

En suivant les conventions de [GK92|, on note L(F,s) = [[;5 Li(F, s) [, 5 Lp(F} s) la fonction L aux
places finies associée a F', avec
i. VI N, L)(F,s) = H (1fal,w(l)Blw(g)mﬁo(g)l*s)*l, de sorte que 'on décrit les 8 produits
¢:{1,2,3}—{1,2}
possibles des paramétres de Satake de f, g, h.
ii. VpIN, Ly(F,s) = (L +epp™ %) 1 (1 —epp'™*) 7%
En outre, on note A(F,s) = Lo (F, s)L(F, s) la fonction L de F, ot

Loo(F,s) = (21)*T(s)[(s — 1)* = Te(s)Tc(s — 1)%,

avec I'c = (2m) 7*T'(s). La série A(F, s) est absolument convergente pour Res > 5.

On détermine ensuite une expression intégrale de L(F,s) en combinant la proposition 2.7 et la
proposition 2.20. De cette expression, on déduit le prolongement holomorphe et I’équation fonctionnelle
de L(F,s) comme énoncé au théoréme 1.1 en ajoutant le facteur local archimédien, par la symétrie
§<4>4—s.

Théoréme 1.1. La fonction A(F,s) admet un prolongement holomorphe en la variable s a tout le plan
complexe et satisfait I’équation fonctionnelle

A(F,s) = =N"75 (T ep)A(F. 4 - s).

p|N

On exprime ensuite la valeur centrale de L(F, s) en s = 2 au théoréme 5.31, comme le produit d’une
période
28—1571.5

N ( )3\ . |F(21,2’2, Zg)l2 dxldxgdxgdyldygdyg
To(N)3\bh

et du carré de la norme de la projection de I’élément diagonale A selon F,

(3 wiXi(f)Xi(g)Ai(h))
(i wihi(£)?) (O wiki(9)?) (2 widi(h)?)’

définie en 5.28, ou ¢ est le nombre de diviseurs premiers de N et les A;(f), A\i(g), Ai(h) sont des réels
déterminés a un facteur prés par f, g et h via la correspondance de Jacquet-Langlands (explicite ici par
les méthodes d’Eichler, voir la partie 4.2), indexés par les classes a gauches de R. Il est & noté que si les
Ai(f), Ai(g), Ai(h) sont déterminés & un scalaire prés, la quantité 1.2 ne Pest pas.

La quantité

2

(Ap, Ap)® = (1.2)

Z W?Ai(f)Ai(g))\i(h)



permet de voir la formule démontrée par Gross et Kudla comme une résolution explicite de la conjecture
de Jacquet dans le cas de trois formes nouvelles cuspidales sur Q de poids 2 et de niveau I'g(V). En
effet, si K est un corps de nombres, w1, Ty, T3 trois représentations automorphes cuspidales unitaires
de GLy(Ak) telles que le produit de leurs caractéres centraux est trival, alors la conjecture de Jacquet
affirme que la valeur centrale

1
L(§77T1®7T2®7T37T) (13)

de la fonction L du produit triple m; ® w2 ® 73 s’annule si et seulement si il existe une algébre de
quaternions B sur K telle que 'intégrale

/ o1(2) () p3(x)dz (1.4)
AR BX(K)\B*(Ak)

s’annule pour tout ¢; € 75, ot 7 est la représentation naturelle du L-groupe “G = GLy(C)? x Gal(K /K)
de GLy x GLg x GLs et 771.3 est la représentation automorphe de B* (A ) associée a 7; par la correspon-
dance de Jacquet-Langlands [Kna97]. Ici, on considére les trois représentations automorphes my, 7,
de GLo(Ap) issues de f,g,h et Wf7 ﬂf, 7P les représentations automorphes de B*(Ap) associées par la
correspondance de Jacquet-Langlands. Pour ¢ € {f, g, h}, en suivant les notations de la partie 4.2 et de
la décomposition 5.22, on considére

B*(Q)\ B*(Ag)/B*(R) R — C

(I)w :
b — (I)w(bi) = (Zlgigh 4111&) U}i/\i(T/))

ol R=R=R® Z, avec R un ordre d’Eichler de niveau N de B.
Ainsi, lapplication ¢y, induite par ®,, sur A(SB *(Q) \ B*(Ag) est un élément de 71'57 de sorte que

or@es@en@dr= [ 3 | ST L) b)eny)

—~ dw; , j
1<i<h 1<j<h

/AgBX (@\B(4)

[V

[ 2] T e m,

— 4w, ,
1<i<h 1<<h

Les fonctions L considérées dans [GK92] et dans [Ich08] sont définies suivant une convention légérement
différente (essentiellement un facteur d’une période et une translation de 3).

La conjecture de Jacquet a d’abord été résolue par Harris et Kudla [HK91], en utilisant notamment
une généralisation de la formule de Siegel-Weil démontrée par Kudla et Rallis [KR88]|, sans toutefois
donner de relation explicite entre la valeur centrale de la fonction L triple (1.3) et I'intégrale (1.4). Une
relation explicite est donnée par Gross et Kudla [GK92] dans le cas de trois formes modulaires cuspidales
nouvelles propres de méme poids 2 et de méme niveau I'o(N) (N sans facteur carré), et généralisée au
cas de trois formes de poids k1, ko, k3 (maxk; < min;x; k; + k;) et de niveaux T'g(N1),To(N2), To(N3)
(N; sans facteur carré) par Bocherer et Schulze-Pillot [BS95]. Ichino [Ich08] détermine une relation entre
(1.3) et (1.4) dans le cas général de trois représentations automorphes cuspidales unitaires de GLa(Ap)
sur un corps de nombres F'.

2 Facteurs locaux et équation fonctionnelle

2.1 Equation fonctionnelle de la fonction L triple

Soit N > 0 un entier sans facteur carré et f,g,h € So(T'g(N)) trois formes primitives. On définit la
forme modulaire F = f ® g ® h sur b3 de poids (2,2,2) pour I'o(N)? sur h* par

F(z1,22,23) = f(21)g(22)h(23).



Pour définir la fonction L de F', on écrit les développements de Fourier de f, g, h :
F2) = and", g(z) =) bad", h(z) =1 cuq™
n>=1 n>1 n>1

Pour ! premier ne divisant pas NV, notons a1, o 2 les paramétres de Satake de f, c’est-a-dire les racines
du polynéme 1 — a; X + 1X2. On note de méme Bi.1, B2 et Y.1,v,2 les paramétres de Satake de g et

h. Pour p premier divisant N, on pose ¢, = —a,byc, = £1. Remarquons qu’en notant w, l'involution
. . 1
d’Atkin-Lehner sur Sy(I'g(N)) définie par f | w, = f |2 <—p ), et up, = w$?, on a
F|up,=¢,F.

Notation 2.1. Avec les notations précédentes, on note L(F, s) = [ ] 5 Li(F, s) [1 i Lp(F s) la fonction
L aux places finies associée a F', avec

i. VI N, Li(F,s) = H (1—alw(l)ﬂl’w@)'ylw(g)Z_S)_l7 de sorte que I'on décrit les 8 produits

©:{1,2,3}+{1,2}
possibles des paramétres de Satake de f, g, h.

ii. Vp|N, Ly(F,s) = (1+e,p°) (1 —g,p' %) 72
En outre, on note A(F,s) = Lo (F, s)L(F,s) la fonction L de F, ou

Loo(F,s) = (27r)3_4sf(s)1"(s — 1)3 =T¢(s)Te(s — 1)3.
La série L(F,s) est absolument convergente pour Res > %

= |yl = I3, Or, pour s € C tel que

Preuve. En effet, on sait que pour i = 1,2, |ayi| = |G
o:=Res > 2 et z€C tel que 2| =12,

1—2%|>1-127°

d’ou, d’aprés la définition des facteurs locaux,
3 oy 3o 3
[[IzEs < [[a -2 < JJa-1277) " = (o~ 5)° < oo
UN UN leP
O

Pour établir le théoréme 1.1, nous utiliserons une approche proche de celle de la méthode de Rankin-
Selberg, en exploitant I’équation fonctionnelle d’une certaine série d’Eisenstein, que nous relierons a la
fonction L de notre produit triple en utilisant une fonction zéta. Pour étudier la forme modulaire F,
nous allons utiliser une approche symplectique.

Notation 2.2. On définit les groupes algébriques suivants sur Q,

i. G = GSp, le groupe des similtudes de ’espace symplectique de dimension 6 standard, i.e.

G={AeGLg|INEG,,, ATA=\J]},

ouJ = < 1 13) et on note Zg son centre,
—13

ii.

M = {m(a,/\): (a )\tal) eqG aGGLg,/\EGm},

N{n(b)(l ?>€G‘b€Sym3},

iii.

iv. P=MN.



H = {h = (h1,h2,h3) € GL] | det hy = det hy = det hs} .

o= )

On utilisera principalement ces groupes sur les corps de bases Q,Q, et R, ainsi que leurs versions
adéliques (sur Q). On dispose de la décomposition d’Iwasawa suivante, qui se révelera souvent utile,

vi.

xl,xg,xgeGa} et Uy={uelU]|x+z3+x3=0}.

G = PK = MNK, (23)

ou K est un sous-groupe compact maximal de G que nous préciserons selon le corps de base.
On remarque que H s’injecte dans G, via

a1 b1
a9 bg
a; b as b3
hi,ha, hg) = € Hv—s €a,
(ha, o, ha) ((Ci di>)¢_1,2,3 ! dy
C2 dQ
c3 ds

nous identifierons donc H comme un sous-groupe de G. On utilisera enfin plusieurs fois I’élément

111 1]-100
010 |-110
001 /|-101

0=17T 11 T0 00 |5
000 |-110
000 |-1 01

2.2 Facteurs locaux de la fonction zéta

Soit v une place de @ (non nécessairement archimédienne). Nous allons introduire la fonction zéta
locale d’une certaine représentation induite locale de G(Q,) par P(Q,). Pour cela, on considére les
caractere Xu.s, Xv,s : P(Qy) = M(Q,)N(Q,) — C* définis par

Xo,s(n(b)m(a, ) = [deta|* T2 A7 et ¥y (n(b)m(a, \) = |deta|2[A]Pxy o (n(b)m(a, \)) (2.4)
On note alors

L,(s) = IndE (Xo,s) = {® € S(G(Q)) | 2(n(b)m(a, A)g) = xuv.s(m(a, \)®(9)}.

Remarquons que d’aprés la décomposition d’Iwasawa (2.3), une fonction de I, (s) est uniquement déter-
minée par sa restriction a K.

2.2.1 Facteurs p-adiques

On notera simplement G = G(Q,,) dans cette partie et on fixe K = GSp3(Z,) le sous-groupe compact
maximal de G.

On se donne % le caractére additif standard de Q,,, de conducteur Z, et pour une représentation 7
admissible irréductible de dimension infinie de GL2(Q),), on note W(r) son modeéle de Whittaker par
rapport & 9. Pour 71, ma, w3 de telles représentations, et W; € W(w;), i = 1,2,3, on définit W sur H par

Vh = (h1,ha,h3) € H, W(h) = Wi(h1)Wa(ha)Ws(hs). (2.5)



Notation 2.6. Avec les notations précédentes, pour ®(s) € I,(s), on note
Z(s, W, ®(s)) :/ ®(0h, s)W (h)dh,
ZaUo\H
avec dh une mesure de Haar sur ZgUj \ H que nous préciserons ensuite.

Pour p [N (resp. p|N) premier, considérons my, ma, w3 les représentations de GL2(Q,) définies par les
formes cuspidales f, g, h et soit W € W(mr;) 'unique vecteur G Lo(Z,)-invariant (resp. I'g(p)-invariant)
tel que W2 (1) = 1. Notons WP la fonction définie par (2.5) correspondante.

Proposition 2.7. En suivant les notations précédentes, on a

Z(s, WO, ®4(s)) = Ly(F,s+2),

by(s)
ol bp(s) = (25 +2)(p(4s +2) = (L —p~272) "1 —p~*72) 71 et B(s) € I,,(s) est définie en (2.16).

Preuve. Voir la partie 3

2.2.2 Facteur archimédien

Dans cette partie, on note

K = {k: = (_“b 2) € Spy(R)

ou U;3(C) désigne le groupe unitaire de degré 3 sur C.

a+1ibe Ug(C)},

Notation 2.8. Pour un entier n € Z, on note ®2" € I, (s) la section telle que pour tout k = ( ¢ b) €

—b a
K,
®?(k, s) = (det(a + ib))>".

On note également WZ" le vecteur du modéle de Whittaker de la représentation en série discréte de
poids 2n donné par

W2n 1 z\ [y z cosf  sinf _ e2imTyne=2mye2ind g 4 > ()
0 1 1 z) \=sinf cosf)) o si y<0’

et W2 = (W2")®° défini sur H(R). Comme dans le cas non-archimédien, on considére
Z(s, W™ ®?"(s)) = / 2" (5h, s)W2"(h)dh.
ZaUo\H
Proposition 2.9. On calcule

I(s+n)’T'(s+3n—1)
I(s+n+1)'(2s+2n)

Z(S, W2n’ (I)2n(s)) _ (_1)n2—4s—6n+17r—s—3n+5

Preuve. Voir [GK92, p.171, (6.12)].

O
Ici, on est dans le cas de formes de poids 2, donc dans le cas n =1, ou
Loo(F,54+2) =T¢c(s +2)T¢c(s + 1) = (2n) ™4 5T(s + 1)°I'(s + 2),
_ 35— I'(s I'(2s w°
donc en posant b (s) = 77372 (s + 2)['(2s + 1) et Exo(s) = —7° Fgaigrgsig = —GID@ on
1
Z(s,W?,®%(s)) = 5w(s)me(F,s+2). (2.10)



2.3 Choix du vecteur test de la fonction zéta

Dans le cas non ramifié (p fN), suivant [PR87], on va choisir 'unique vecteur de I,(s) laissé fixe par
K, = GLy(Z,).

Dans le cas ramifié (p|N), plutot que de choisir un vecteur laissé fixe par K, on va plutdt considérer
un vecteur invariant par le sous-groupe d’Iwahori de G(Q,) = GSp3(Q,),

Kot ={ (& ) 6@

Pour cela, remarquons que la réduction de Ky(p) modulo p est exactement le sous-groupe parabolique
maximal P(F,) de G(F,). On dispose de la écompostion de Bruhat de G(F,) par rapport & P(F,)

c=0 mod ng,(Zp)} .

3

ol

(2.11)

On en déduit la décomposition

3
K, = |_| Ko(p)wiKo(p),
i=0
et par définition de Ky(p), chaque classe Ko(p)w;Ko(p), ¢ = 0,...,3, est exactement ’ensemble des
matrices (Z Z) de K, telles que le rang de la projection de ¢ modulo p est i. On note donc @, ;(s) €
I,,(s) la fonction dont la restriction & K, est 'indicatrice de Ko (p)w; Ko(p). En particulier, la restriction
de ®,0(s) & K, est la fonction caractéristique de Ko(p). La famille des ®,, ;(s) forme une base de I'espace
Ip(s)KO(p) des vecteurs Ky(p)-invariants, mais nous allons en construire une plus adaptée aux symétries

de la fonction zéta locale et parmi laquelle se trouvera le vecteur recherché. En fait, comme nous le

verrons, on remarque facilement que pour ®(s) € I;( ol ),

Z(s, W2, ®(s)|uy) = e, Z(s, W°, ®(s)). (2.12)

1 13) € G) sur I,(s)50®) qui est

On va donc regarder l'action de u, (vu comme P'élément 7, = ( »
—prls

bien définie puisque pour (Z fl) € Ko(p),

a b\ _; 13\ fa b —p 11, I —ple
Mlp (c d) Ty = (—plg ) (c d) (13 “ \—-pb a € Ko(p),

car p~c € M3(Z,) par hypothése.
Lemme 2.13. L’action de u, sur I,(s)5°®) est donnée par
Vi=0,...,3, ®;(s)up, =p*ETVD, 5 ().
Ainsi, en considérant la normalisation zlgp,,'(s) = p Gt i(s), on a &)p,i(sﬂup = 5p73_i($).
Preuve. Il nous suffit de calculer les évaluations de ®,;(s)|up en w; pour 0 < j < 3. On vérifie que
13_; 0 13-,

o= (13 pl; —1;
Wl = ( p13> I3 —lz—j

Py 0 1

€ m(13, p)m(a,1)Ko(p)ws—;Ko(p),



avec a = 1y . D’ou,
pls

(@p,i(8)lup) (wy) = @y i(wjthy, ) = Xp.s (m(Ls, p)mla, 1))d; 55 = pP =Y

®p3-i(wj, s).

O
Notation 2.14. On définit les deux vecteurs
3 3 B 3 _
Op,(s) =D @pils) =D PV, i(s) et Diy(s) = i, (s)uy = pP D, 4(s).
i=0 i=0 i=0
et les deux vecteurs s
@k () = () yi(5)
i=0
Proposition 2.15. On a les propriétés suivantes,
i. g, (s) est Kp-invariant,
ii. ®rer(s) est K -invariant, avec K, = n,Kpn, ",
iii. ®F(s)|u, = £0%(s),
w. Pour s # —1, (®k,(s), Pk, (s),@}p(s),@}p(s)) forme une base de I,(s)¥0®).
Preuve.
iv. On sait que ((AI;i)i:vag forme une base de Ip(s)KU(p) et la matrice
1 ps+1 p2(s+1) p3(s+1)
p3(5+1) p2(s+1) ps+1 1
1 1 1 1
1 -1 1 -1
est inversible.
O

Les choix de @k, (s) et ® K} (s) paraissent naturels, puisque que K, et K, sont les sous-groupes

compacts maximaux de G(Q,) contenant Ko (p). Nous verrons en que les deux vecteurs &% (s) se réalisent
comme des section plates associées & la fonction caractéristique du localisé d'un ordre d’Eichler de
discriminant réduit N associé a P'algébre de quaternions ramifiée en l'infini et aux p|N tel que ¢, = —1.

Finalement, on pose
P, (s) si p fN
Oh(s) =14, 1, . (2.16)
&)1 (s) s plN,

avec &,(s) définit en 3.1.
De maniére similaire, on note

DL (s) = £ 02 (9), (2.17)

oo T oo

avec £ (s) définit en 2.10.

2.4 Série d’Eisentein, opérateur d’entrelacement et équation fonctionnelle

On repasse au niveau global. On note
K =[] K.

Pour s € C, notons I(s) = @, I,(s), oit v décrit I’ensemble des places de Q, I’ensemble des fonctions @
lisses sur G(A), K-finies a droites telles que

Va € GL3(A), A € AX,b e Symy(A), Vg € GA), ®(n(b)m(a,N)g) = |detal** T |A|7** 2 o(g).



Notation 2.18. Soit ®(s) € I(s) une section entiére, on lui associe la série d’Eisenstein
VgeG(A), E(g,s,®) = >  ¥(yg,9).
YEP(Q\G(Q)
De plus, cette série se prolonge méromorphiquement en s au plan complexe.

La série d’Eisenstein admet naturellement une équation fonctionnelle que nous précisons plus bas, et
elle permet d’obtenir une représentation intégrale des fonctions zéta locales. En effet, considérons F' la
fonction sur (GL2(Q) \ GL2(A))? associée & F = f ® g ® h de la maniére suivante. On note

=[] Ko(p) x [] GL2(7Z,)
p|N

p|N
de sorte que par approximation forte,
GLy(A) = GLy(Q) - (GLy(R*) x To(N)).

Pour g € GLy(A)3, que I'on écrit selon cette décomposition g = 7 - (gook), on pose

F(g) :j(goovi)72F(goo(i))7 (219)

avec j(goo, 2) le facteur automorphe de goo, si goo = (91,92, 93),
b _%
a
det (c d)‘ .

Proposition 2.20. Pour toute section factorisable ®(s) = ®,P,(s) € I(s), ot v décrit l'ensemble des
places de Q,

s ) = ilon, iz i) avee J(% 1) )= (et

Z(s, F,®(s HZ s, W0, ®,) F(h)E(h, s, ®(s))dh.

/ZG(A)H(Q)\H(A)
Preuve. Voir [PR87, §2].
O

Maintenant, pour obtenir une équation fonctionnelle, il nous faut un opérateur d’entrelacement entre
I(s) et I(—s), correspondant & la symétrie s <» —s dans la fonction zéta. Pour cela, on reprend les
opérateurs introduits dans [PR87, p. 86], dont on donne ensuite deux propriétés utiles.

Définition 2.21. Pour p premier, on définit 1'opérateur d’entrelacement Mp(s) : Ip(s) = Ip(—s) pour
s € C de partie réelle suffisamment grande par

VO € I,(s), Vge G, My(s)®(g) = / ®(wsng, s)dn,
N(Qp)

ol ws est la matrice définie en (2.11). On définit de méme des opérateurs d’entrelacement M, : Ioo(s) —
Io(—s). On pose alors M(s) = @, M,(s), ot v décrit I'ensemble des places de Q, qui est également
définie pour s de partie réelle assez grande par

M(s)®(g) = /N(A)(I)(wgng,s)dn.

Proposition 2.22. On a les propriétés suivantes sur les opérateurs d’entrelacements locaux

i. L’intégrale Mp(s)®(g) se prolonge méromorphiquement au plan complexe selon la variable s et
Uopérateur %(S)Mp(s) est entier en la variable de s et ne s’annule pas, avec ap(s) = (p(2s —
P

1)¢p(4s — 1).



ii. My(s) envoie I,(s)K0®) sur I,(—s)Ko(P) et

My(s)®x, (s) = D, (—s),

0t by(s) = (p(25 +2)(p(4s + 2).

Le premier point a déja été énoncé plus haut et est présenté dans [PR87, p. 88 & 91]. La preuve
de cette proposition dans le second cas fait I’'objet de [GK92, partie 5]. On calcule d’abord brutalement
I'image de 50(3) par M,(s), puis on utilise les symétries par rapport & u, pour en déduire le résultat.

La théorie générale des série d’Eisenstein indique que 'on a 1’équation fonctionnelle suivante [KR88|.

Théoréme 2.23.
E(g7 S, q)) = E(g? —S, M(S)@)

De plus, on peut calculer 'action des opérateurs d’entrelacements locaux sur les facteurs locaux de
la fonction zéta évaluée en les fonctions test non-archimédiennes % (s) € I,(s) définie en (2.16).

Proposition 2.24.

Zy(—5, W0, My (s)%) = 6,(s) “”(S)Z(fs, W0, ot (—s)),

ot

b,(5) = {1 stp AN,

epp~ > si p|N.
Preuve. Voir [GK92, §5].
O

De maniére analogue, dans le cas archimédien, contre la fonction test ®%_(s) € I..(s) définie en
(2.17), on a l’équation suivante.

Proposition 2.25.

oo (8)
boo ()

0t boo(8) a été défini en (2.10), ax(s) = T'c(2s — 1)I'c(4s — 1).

Zoo(fsa WzaMoc(s)q)gxu) = Z(787W27(I)ﬁoo(,s))’

Preuve. Voir [GK92, p.172, (6.19)].

2.5 Preuve de I’équation fonctionnelle

On a maintenant tout le matériel nécessaire pour démontrer 1’équation fonctionnelle de la fonction
A, énoncée au théoréme 1.1

En effet, d’'une part, d’aprés I’équation fonctionnelle de la série d’Eisenstein énoncée en 2.23 et la
représentation intégrale 2.20 de la fonction zéta globale,

Z(s, F,®%(s)) = / F(h)E(h, s, ®(s))dh
Z(A)VH(Q)\H(A)
_ / F(h)E(h, —s, M(s)®* (s))dh
Z6/(A)VH(Q)\H(A)

= Z(—s, F, M(s)®*(s)). (2.26)

Or, d’aprés 2.7 et 2.10,
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Z(s, F,®%(s)) = (s T 1)1“1(23 T bp(s)A(F’ s+2) = ﬁA(F, s+2), (2.27)

ot b(s) = (*(2s + 2)¢*(4s + 2), avec (*(s) = 7~ 2T'(£)((s). D’aprés I'équation fonctionnelle bien
connue (*(1 —s) = (*(s), et d’aprés 2.24 et 2.25, on obtient

$)Z(s, F, ®(s)) d’apres (2.27)

AF,s+2)=0b )
b(s)Z(—s, F, M(s)®*(s)) d’aprés (2.26)

Hév(s)av(s)) Z(—s, F, ®*(—s)) d’apres (2.24) et 2.25

H(Sv(s)> X (25 —1)¢* (45 — 1) Z(—s, F, ¢ (—s))

= b(—s)
= (H 5U(s)> A(F,—s +2).

Finalement, en remplagant la définition des §,(s), on conclut

A(F,s) = — < 11 gp) N HON(F 4 — ).

p|N

3 Calcul des facteurs locaux ramifiés de la fonction zéta

Nous ne nous intéresserons ici qu’aux calculs des facteurs locaux de la fonction zéta pour p|N, pour
les facteurs locaux pour p [N, on renvoie a [PR87, p. 50-62, 74-78]. On va donc démontrer le résultat
suivant pour p|N premier fixé,

Théoréme 3.1. On a

Z(s,W°, 8% (s)) = gzg Ly(F,s+2),

ot by(s) = (p(2s +2)(p(4s +2) = (1 — p=2572) 71 — ps=2) L ¢t &p(s) = 2e,(p + 1)=3p~*~1(1 —
Epp_s_l)gbp(s)-

Pour cela, commengons par étudier les fonctions de Whittaker associées a f,g,h au début de la
section 2.2.1. Puisque le niveau N est sans facteurs carrés, alors par exemple d’aprés [LW12, p. 1183], on
sait que les représentations locales déterminées par f, g et h pour p sont des torsions de la représentation
spéciale Sp, respectivement par les caractéres quadratiques non ramifiés wy, wo, w3 tels que

Wl(p) = Qyp, W2(p) = bp? w3(p) = Cp-

On note w = wiwaws, de sorte que €, = —aybyc, = —w(p).
On dresse alors des propriétés sur les fonction de Whittaker I'g(p)-invariantes correspondantes. Avant
cela, notons la décomposition suivante de GL2(Z,,) sous P'action de I'y(p).

Lemme 3.2. On a la décomposition

Gm@n=m@u1K1f)Q41)wm

=0

Preuve. Dans le corps résiduel F), = Z,,/pZ,, on a

GM@M=MMMW@M<
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car si (Z Z) ¢ B(Fp), alors ¢ € F) et donc on peut écrire

=D)L D0 o) esma (L, ) s

avec D = ad — be, et il est clair que 'union est disjointe.
En tirant en arriére cette décomposition par la projection GL2(Z,) — GL2(F,), on obtient

GLa(z,) = Top) UTa) (1) T

On remarque que si (CCL Z) ¢ To(p),on ade Z,; puisque sa projection mod p est inversible et donc

d# 0 mod p. En considérant x = bd~! mod p, on a alors

£ 9

et

donc

() o

et on vérifie bien que les réunions sont disjointes.
O

Alinsi, par les propriétés des fonctions de Whittaker I'g(p)-invariantes, et d’aprés la décomposition

d’Iwasawa de GL2(Q)), il suffit de les calculer en les (a 1) et <a 1) (_1 1), a€qQy.

Proposition 3.3. Soit n un caractére quadratique non ramifié et o = SpRmn, de caractére central trivial
et W € W(o) lunique vecteur T'o(p)-invariant (cf [Cas73]) tel que W (1) = 1. Alors

cw (")) = 1@,
i. W <(a 1) (_1 1>) = —1,-17, (a)p~'n(a)lal.

On en déduit notamment que pour la fonction de Whittaker W introduite & I’équation (2.5),
WO, = —w(p)W° = —a,b,c, W°.

Preuve. Par unicité, il suffit de construire une fonction W de Whittaker I'g(p)-invariante telle que
W (1) =1 et de vérifier les formules ci-dessus, c’est par exemple fait dans [Wat08, p. 18].

Pour le dernier point, il nous suffit de montrer que W2|w, = —w;(p)W?, i = 1,2,3. Or, W |w, est une
fonction de Whittaker T (p)-invariante et

G =00 )G

WP wy(1) = Wy ((_p 1)) = —p lwi()lp™ = —wilp),

par conséquent, W?|w, et —w;(p)W? coincident en 1, on a bien I'égalité voulue.

donc
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On est maintenant en mesure de montrer la symétrie de la fonction zéta énoncée en 2.12.

Lemme 3.4. Si ®(s) € I,(s)%°®), alors
Z(s, W0, ®(s)|up) = Z(5, W°|uy, B(s)) = e, Z(s, W°, 8(s)).
En particulier, si ®(s)|u, = —,®(s), alors Z(s, W9, ®(s)) s’annule identiquement.

Preuve. cf...
Puisque 7, € H et que 77;1 =1, mod Zg, on a d’apres le dernier point de la proposition 3.3,

Z(s, WO, &, (s)|uy) = / B(5hny, s)WO(h)dh
ZG(Qp)UO\H(Qp)

= / ®(6h, s)WO(hn,)dh = e,Z(s, WY, ®,(s)).
Zc(Qp)Uo\H(Qp)

O

Justifions maintenant le choix du vecteur @i{; (s) parmi les vecteurs de I,(s)%°®). D’aprés le lemme
précédent, on a déja Z(s, WO,(I)EZP(S)) = 0 pour tout s. Pour calculer zéta contre une fonction de
Ip(s)®o®) il nous reste a calculer la fonction zéta contre ® g, (s) (sa valeur contre P (s) sera alors
donnée, car ®x; (s) = P, (s)|up) et contre @;fp(s). On a tout d’abord

Lemme 3.5. Z(s,W° &g (s)) =0 et donc Z(s, W, &g, (s)) = 0.
Preuve. Puisque @, (s) est K,-invariante (a droite), en notant Ky = GL(Z,)* N H, on a pour tout
ke Ky,

Z(5, WO, & () = / e, (5hk~", WO (h)dh,
ZG (Qp)UO\H(Qp)

donc en intégrant sur Ky (pour une mesure dk telle que vol(Kp,dk) = 1), puis en translatant,

2(5,W°, dsc (s)) = /

/ B (Shk~, s)WO(h)dkdh =
Zc(Qp)Uo\H(Qp) Y Kn

| @, (6h s, (),
ZG (QP)UU\H(QP) KP

ol

W, (h) = WO(hk)dk
Ky

est donc Kp-invariante & droite. Or, on peut montrer que WI()(H est identiquement nul. En effet, en
appliquant la décomposition d’Iwasawa de GLs & H, on a

(DT ) ()

donc par propriété des fonctions de Whittaker et par K y-invariance, il suffit de vérifier que WIO(H s’annule

sur 1@5
1=1,2,3

Alors il suffit d’additionner les valeurs des W°(hk), ot k décrit un ensemble de représentants des classes
de Kz /(To(p)® N H décrites par 3.2. Par un calcul facile mais laborieux & écrire, on voit que ces termes
se compensent et on conclut bien que WO(h) est nul.

T; € Lp,a; € Qp,a € Q) ki € GLQ(Z,,)}

O
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N N € . . . N .
I1 nous reste donc & calculer zéta contre ®7 (s). Dans la suite, nous omettrons les indice p, puisqu’il
. . P
est clair que nous sommes au niveau local. Remarquons que

3
Z(s, WO, 0% (s) =D Z(s,W°,e'®;(s)
=0
= Z(s,W°, ®y(s)) + Z(s, WO, ®,(s))
+ Z(S7 I/VO7 (’133,1(5)) + EZ(S, WO, &33,0(8))

—2 (Z(s, WO, Bo(s)) + eZ(s, WP, 51(5))) . dapres (2.13) et (2.12)

Or, on sait que Z(s, W ®x(s)) = 0 et donc de la méme maniére que précédemment,

3
Z(s, W0, 0, (s) = > _ptVZ(s, WO, 0y(s))
1=0
= Z(s,W°, Bo(s)) + p* 1 Z(s, WP, &y (s))
+ep? TV Z (5, WO, 81(s)) + ep® D Z(s, WP, By (s))
= (1+ep® ) Z(s, WO, B0 (s)) + p* T (1 + ep*) Z(5, WO, @1(5)).

On en déduit donc que

1+ ep3s+D)

0 F (o) —
Z(s,W",@1(s) = T (14 epth)

Z(S»WO»€>0(3)),
et ainsi il nous suffit de calculer Z(s, W?, ®,(0)), puisque
Z(s,W°, @ (s)) = —2ep™ (1 —ep™>71)? Z(s, WO, B(s)).
Proposition 3.6. Z(s, W ®y(s)) = —(p+ 1) 3p 2 2(1 +,p " 2) (1 + epp*1) 2.
Pour cela, on va découper notre intégrale en deux, en utilisant la décomposition

H:H0U<p13 1>H0, ou Hy={h € H|ordy(deth;) =0 mod 2}.
3

Puisque les déterminants des éléments de H, sont d’ordre pair ce sont des carrés de Q,, donc d’apres la
décomposition d’Iwasawa de GLso, on a la décomposition

Hy = ZcUTKy,

avec
T = {t(a) = t(ay, az,a3) = (<a1 a11)> a; € Q;}
Sur Zg x U x T x Kg, on va donc considérer la mesure
la|72d* zdud* adk,
ot [a| = |ajazaz| et d*a = d*a;d*azd* a3 et d*a; est la mesure de Haar de Q5 telle que vol(Z,’,d*a;) =

1, de méme pour d*z. On note également du = du;dusdug et du; est la mesure de Haar de Q,, telle que
vol(Z,,du;) = 1. La mesure dk est définie comme précédemment. On note dh la mesure correspondante
sur Hy via la décomposition citée plus haut.

Maintenant, un ensemble de représentants pour Uy \ U est clairement ’ensemble des

w=(( DL DL D) o
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donc tout élément h € ZgUy \ Hy peut s’écrire h = u(x)t(a)k, et on considére sur ZgUy \ Ho la mesure

dh donnée par |a|~2dzd*adk. De méme, sur ZgUp \ (p Hy ~ ZgUy \ Hy, on considére la mesure

1
p*dh. De sorte que

Z(s, WO, By (s)) = / Bo(5h, s)WO(h)dR
ZcUo\Ho

L O C )i (1))

On notera respectivement Zi(s) et Za(s) ces deux termes. On va calculer Z;(s), dont la valeur sera
donnée par 'addition des deux contributions (3.12) et (3.13), puis nous évoquerons rapidement le calcul
trés similaire de Zs(s).

Avec notre choix de mesure, on a
Z1(s) :/ o (Su(z)t(a)k, )W (u(z)t(a)k)|a| 2dzd* adk.
QPX(Q;)SXKH

Rappelons tout d’abord que ®q(s) coincide sur K avec l'indicatrice de Ko(p). Ainsi, puisque W0 est
quant & elle T'g(p)-invariante, il nous suffit d’évaluer ces deux fonctions pour k dans chacune des classes
données par 3.2. Puisque le support de ®¢(s) est dans PK(p), supposons que 1'on puisse écrire I’élément
g = ou(z)t(a)k sous la forme

g = du(x)t(a)k = nm(a, Nk,
avecn € N, a € GL3(Q,), A € Q) et ko = (Z 2
On a, |detg| = 1 (car |det §| = 1), donc quitte a modifier kg, on peut supposer det(§~1g) = 1 et donc
A = 1. En outre, quitte & modifier «, on peut méme supposer d = 1. En examinant les trois derniéres
lignes de g dans ses deux expressions, on obtient alors

) € Ko(p), avec donc ¢ =0 mod p et d € GL3(Z,).

aq a9 as ﬁ ﬁ ﬁ
0,13g= 0 0 0 |—a;' a3’ 0 k="a"1(c,13).
0 0 O —al_l 0 a;l
=: A

On note alors (C, D) := A -k, avec donc C, D € M5(Q,).

Les lignes de (¢, 13) étant linéairement indépendantes sur Z,, la matrice ‘oA doit elle aussi étre de rang
3 sur Z,. Par conséquent, I'un de ses mineurs de taille 3 doit étre inversible, et donc de déterminant
dans Z;7 i.e. de valeur absolue égale a 1, et les autres de déterminant dans Z,. Or, les déterminants des
mineurs de taille 3 de A valent en valeurs absolue

0 ou |ajasas|~tz| ou |ajasas|taa;|, i,5=1,2,3.
On en déduit donc que 'on doit avoir

-1
deta] - arazas| ! ma (e, laas) = 1.
Comme dit précédemment, on va évaluer ®q(s) et WY en les classes de k modulo I'g(p). On se place
tout d’abord dans le cas ou k = 1. Alors

X X x

. 3a1 3az  3as . ayp a2 as
a b= —-a;tay'0 et ‘ale=|0 0 0]. (3.7)
—ay’ 0 a3' 0 0 0
On a donc |det a|™! = |ajazas|™'|z| = |arazas| ™! maxi<; j<3(|7], |aia;|) et les coefficients de ¢ sont

prescrits, ¢;; = 7 'a;aj. Or, par hypothese, ¢ € pM3(Z,), donc |z~ taai] < 1, i.e. || > |aa].
Réciproquement, on vérifie bien qu’a condition que k soit dans la classe de 1, si pour tout i = 1,2, 3,
|lai|? < |z|, alors g = du(z)t(a)k s’écrit bien g = nm(a, \)ko € PKy(p), avec « et ¢ décrits en 3.7. On en
déduit donc en utilisant simplement les propriétés des fonctions de I,(s) et du calcul de Wy donné a la
proposition 3.3,
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Lemme 3.8. Si k € T'o(p)® N H, alors en notant |a| = |ajazas|,

la|?5T2|z| 72572 sila;]? < |z, i=1,2,3

0 sinon,

Do (du(z)t(a)k,s) = {

2 sl < L
WO (u(s)t(a)k) = {w(z)m si la;] <1, i=1,2,3
0 Stnon.

/
On se place maintenant dans le cas ou k = ((1 xll) (_1 1) , 1, 1), de sorte que cette fois,

x / x x
~3a; —10,1.%'1 a2 as a1 3as 303 .
(C,D) = ay X 0 0 0 a5 01 = a(e,1).
a; 0 0 0 0 oag
t X - _ . -
On a donc D = ‘a™!, d’ou |deta|™! = |ajazaz|~|a;1|? et en regardant les mineurs comme précé-

_ _ t .
demment, | det a| ™! = |ajaza3| 7! maxi<; j<n(|z + a12]], |a;a;]). D’autre part, on a ¢ = ‘aC. On obtient
cette fois-ci les conditions

la1|* > |z +alzl|, et |ai] > max(|az|, |az]).

La réciproque se vérifie également. On obtient donc

/
Lemme 3.9. Si k € Ky a pour représentant ((1 m11> (_1 1) 1, 1), alors

@0(6u(x)t(a)k; S) — |a‘|25+2|al|74$74 st |CL1‘2 > |l‘ + a%x’1| et |a1| > max(|a2\, |a3‘)7
’ 0 sinon,
et

WOCu(s)t(a)k) = {w<x+a%xa>|a2 siar]? < p et max(|as], as)) <1,
0 sinon.

/ /
Pour les deux autres classes de représentants (1, <1 1’12) (_1 1) ,1) et (17 1, <1 3013> (_1 1))

symétriques de celle que 'on vient de calculer, les calculs et les résultats sont similaires. Enfin, si plus
d’une composante de k est hors de la classe I'g(p), alors du(z)t(a)k ¢ PKy(p). En effet, si par exemple

SEHCEHT e

—xh 1
x x x —l'/g 1
aq a2 as 3a; % % 1 O
c,Dy= 0 0 0 |—a;’ ay' 0 i 5
1 -1 -
0 0 O —aj 0 az 1 0
0 1
aq as i
= * 0 O 0
0 0 a3t

et donc D n’est pas inversible, ce qui contredit la condition (C, D) = ‘a~'(¢, 13), et on trouve un analogue

dans les autres cas. On peut donc maintenant calculer Z;(s), en découpant I'intégrale sur chacune des
classes.
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Tout d’abord, d’aprés le lemme 3.8 la contribution de la classe I'g(p) est donnée par

vol(T'y(p)? mH)/ la;|?<a

las|<1, i=1,2,3

—vol(To(p)* 1 11) /|

a;]<1,i=1,2,3

+/ / |a|23+2z/J(a:)|x|_23_2dxdxa),
la;|<1,i=1,2,3 J|a;|? <|z|<1

ot 'on a découpé 'intégrale selon |z| < 1 ou |z| > 1. D’aprés les calculs de 'annexe, on a d’une part

3
/ |a‘2s+2d><a 1/}($)|:r|72572dx: (/ |a1|25+2d><a1> 1/)(x)\x|72572d:c
la;]<1,i=1,2,3 |z|>1 la1|<1 |z|>1
= (1—p 273 ¥ (—p 1)), (3.10)

|a|25+2|x|72572w(x)dxadx

|a|2s+2d><a/ ¢($)|LL"_QS_2dLL’
|z|>1

et d’autre part

|a|25+2’(/)(l')|$‘_28_2d$d><0, — an(25+2) dx o |ai‘2s+2d><a
lai|<1,i=1,2,3 J]a; |2 <[e|<1 a|=p—n  Jlail <p

n>0 i=1,2.3
3
_ Z pn(25+2) VOl(an; ,dz) / |al|2s+2d><a1 '
n>0 lax|2<p=n

Or, pour n > 0 entier
b b
2542 31X _ 2542 31X _ 2542 31X
/ lar|**"=d 1—/ la1|*"*d"a; = lai|*"*d*ay
lay|2<p—(2n+1) lai|2<p—2m lay|<p—(+D)
_ o —(n+1)(2s+2 —(25+2)\—1
=p (n+1)( )(1 —p ( )) ,

donc en découpant la somme entre entiers pairs et impairs,

/ / a2 ) o] > 2dad"a
lai|<1,i=1,2,3 Ja;|2<|z|<1

_ (1 _ p—l)(l _ p—(28+2))—3 ( Zp2n(2s+1)p—2np—3(n+1)(2s+2)

n=0
+ Zp(2n+1)(2$+1)p—2n—lp—S(n+1)(23+2)>
n=0
_ (1 _ pil)(l _ p7(25+2))73(1 + p2s+1) Zp73(25+2)p7n(25+4)
n>=0
_ (1 —pil)(l _p7(25+2))73(p72571 + 1)p74575(1 _ p72sf4)71. (311)

Il nous reste & multiplier les deux termes (3.10) et (3.11) que I'on vient de calculer par vol(T'o(p)* N H),
qui vaut (p+1)73, car H/(To(p)® N H) possede (p+ 1) classes et vol(H) = 1 par construction de notre
mesure de Haar. On obtient finalement la contribution

(1 +p)—3(1 _ p—23—2)—3 ((1 _p—l)(p—2s—1 + 1)p—4s—5(1 _ p—2s—4)—1 _ p—(2s+2)). (3.12)

1
et ses deux autres analogues. Le calcul est plus rapide, puisque d’aprés le lemme 3.9, la contribution est
donnée par (en remarquant que la condition |a1|? < p est équivalente a |a;| < 1)

. — 1 1
Il nous reste maintenant a calculer la contribution de la classe de représentant ( ( xl) (1 ) , 1, 1) ,

1 -3 2542 —4s—4 2. ./ X
R Il O e e

max(|az|,|az])<|a1]|<1
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Or, 9 est trivial sur Z,, donc la contribution vaut

—pH(p+ 1)73/ |af***2|ar|~*7* vol(B(—aia}, |a1[?), dz) d*a
max(|az|,las])<|a1|<1
= vol(B(0,]a1|?),dz)=|a1|?p~1

—2s 25+2 1X X X
a1 / |azas| d*asd*asd” aq
max(|az|,|as])<la1|p~?

—— 2+ [

la1]<1

=2+ ) 7 [l P aly ) ) e
la1|<1
— _p—4s—6(p 4 1)—3<1 _p—25—2)—2(1 _p—25—4)—1
La contribution totale des 3p classes correspondantes (on fait varier «; modulo p) vaut donc
“3p T+ )P —p )P A—p ) (3.13)
Finalement,

Zl(S) _ p72572<p 4 1)73(1 o p72372)73(1 _p72sf4)71(1 4 2p72573 o p74374 o 2p74875)' (314)

Le calcul de Z5 est trés similaire, puisque 'on remarque que

et donc
Bo(5 (p 1) By s) = Bo(6 (p 1) 57L6h,5) = Xy (m(A, p)) B (5h, 5) = p~* " B(Sh, ).

Les espaces sur lesquels on calcule Z5(s) sont donc similaires & ceux de Z;(s), et on calcule de méme les
fonctions de Whittaker associées a chaque classe d’équivalence. Pour plus de précision, on peut consulter
[GK92, p. 163, équation (4.36)]. On obtient

Zy(s) = (14p) Pepp A —p 2 )31 —p 2 H ' 2+p ' —2p > 2 —p 5. (3.15)

Finalement, en combinant les expressions (3.14) et (3.15), on conclut bien & I'expression de la pro-
position 3.6 et donc 'expression du théoréme 3.1.

4 Théorie d’Eichler et module supersingulier

4.1 Algébres de quaternions

Dans la suite, on introduit le vocabulaire d’Eichler concernant les algébres de quaternions, en suivant
principalement les expositions de [Vig80] et [Voi21]. Dans la suite, K désigne un corps commutatif
quelconque, de caractéristique différente de 2.

Définition 4.1 (Algebre de quaternions). Une algebre de quaternions B de centre K est une algébre
centrale de dimension 4 sur K tel qu'il existe un couple (a,b) € K? et des éléments i, j € B vérifiant les
relations

i?=a, j2=0b, et ij=—ji
et tel que (1,4, 7,4j) est une base de B. L’algébre de quaternions B est ainsi définie par le couple (a,b)
4 isomorphisme prés.
En outre, B est munie d’une involution notée - et donnée par

(x4 iy +jz+ijt) —»ax+iy+jz+ijt =x —iy — jz — ijt.
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Ezemple 4.2. L’algébre Ms(K) des matrices carrées de taille 2 & coefficients dans K est une algébre
de quaternions sur K pour le couple (a,b) = (1,1). En effet, on identifie K aux matrices scalaires de

M (K), on note i = <1 1),]' = (1 1), de sorte que ij = (1 1) et il est alors clair que (1,14, 7,%7)

engendre M (K) et en est une base. De plus, 'involution de Ma(K) comme algébre de quaternions est

donnée par
a b a —b
(C d) EMQ(K)H (—C d)

Ezemple 4.3. Les deux algébres de quaternions sur R sont I'algébre H des quaternions d’Hamilton
(correspondant a (a,b) = (=1, —1)) et 'algébre M>(R).

Définition 4.4 (Traces, normes réduites). Soit B une algebre de quaternions sur K. Pour tout b € B,
on introduit ¢(b) = b+ b sa trace réduite et n(b) = bb sa norme réduite.

Remarque 4.5. Dans le cas de My(K), on retrouve bien la trace et la norme usuelles, toujours en
identifiant K aux matrices scalaires.

Proposition 4.6. Une algébre de quaternions est soit une algébre a division, soit isomorphe & une
algebre de matrices Ma(K).

Preuve. Voir [Vig80, p.6, corollaire 2.4]|.
O

On donne sans démonstration les résultats suivants, qui classifient les algébres de quaternions sur les
corps locaux et globaux, voir [Vig80, p. 31, théoréme 1.1] pour le cas local et [Vig80, p. 74, théoréme
3.1] pour le cas global.

Théoréme 4.7 (Classification des algebres de quaternions sur les corps locaux). Si K est un corps local
différent de C, alors il existe exactement deuz algébres de quaternions sur K, dont l'une est My (K). La
seule algebre de quaternions sur C est Mz(C).

Ezemple 4.8. Les seules algébres de quaternions sur R sont H les quaternions de Hamilton et My (R).

Théoréme 4.9 (Classification des algébres de quaternions sur un corps global). Soit B une algébre
de quaternions sur un corps global K. Pour une place v de K, on dit que B est déployée en v si
B, = Bk K, ~ My(K,) et ramifiée en v sinon (et alors B, est une algébre & division). Le nombre de
places ramifiées dans B est fini et pair et le produit ® des places ramifiées de B est appelé le discriminant
de B. De plus, pour tout ensemble fini S de places de K de cardinal pair, il existe une algébre de
quaternions B sur K, unique & isomorphisme prés, exactement ramifiée en les places de S.

Ezemple 4.10. Comme listé dans [Piz80, p. 368, proposition 5.1], 'unique algébre de quaternions sur Q
ramifiée en p et co est donnée par le couple
i (-1,-1)sip=2,
il. (—=1,—p)sip=3 mod 4,
ili. (—=2,—p)sip=>5 mod 8§,
iv. (=p,—¢)sip=1 mod 8,
oll ¢ est un nombre premier tel que ¢ =3 mod 4 et p n’est pas un résidu quadratique modulo gq.
Dans la suite, O est un anneau de Dedekind et K est supposé étre le corps des fractions de O. On

fixe B une algébre de quaternions sur K.

Définition 4.11 (Réseau, idéal, ordre d’une algébre de quaternions). Un O-réseau L de B est un O-
module finiment engendré contenu dans B. On dit que L est un idéal (ou un O-réseau complet) de B si
L®op K ~ B. Un ordre R de B est un idéal qui est un anneau. Un ordre est de plus dit maximal s’il est
maximal au sens de l'inclusion.
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Exemple 4.12. Soit I un idéal de B. On associe a I son ordre & gauche et son ordre a droite,
RyI)={beB|bICI} e RyI)={beB|IbcCI}.

On dit alors que I est un idéal & gauche (resp. a droite) de R, (resp. Rg).
Ezemple 4.13. Soit Hg l'algébre des quaternions de Hamilton restreinte a Q. L’ordre

Zii,§) = T + Zi + Zj + Zij
est appelé ordre de Lipschitz et n’est pas maximal. En notant w = (=1 + i+ j + ij) et
R=17+Zi+7Zj+Zw=7(,j) + 2, j)w

est un ordre maximal, dit ordre de Hurwitz. Cet ordre est euclidien pour la norme réduite, ce qui permet
notamment de démontrer le célébre théoréme des quatre carrés de Lagrange (pour plus de détails,
consulter par exemple [Voi21, Chapitre 11]).

Définition 4.14 (Ordre d’Eichler). Un ordre R C B est un ordre d’Eichler si c’est I'intersection de
deux ordres maximaux de B.

Proposition 4.15. On suppose que K est un corps local non archimédien d’anneau des entiers O et
que B = My(K). Un un ordre R de B est d’Eichler si et seulement s’il existe e > 0 entier et p un
. . o o
idéal premier de O tel que R est conjugué a (pe(’) )

d’Eichler R.

). L’idéal p°© est alors appelé le niveau de l’ordre

Preuve. Voir [Voi2l, Proposition 23.4.3.].
O

Proposition 4.16. On suppose que K est un corps global de corps de nombres O. Notons © le discri-
minant de B. Soit R un ordre de B et Mt son discriminant réduit (voir [Vig80, p. 24]). Pour tout idéal
premier p C O (en notant B, = B K, et R, = R® K,),

i. sip|®, alors Ry est l'unique ordre mazimal de By,
i. sip D, alors Ry est un ordre d’Fichler de niveau p° de By, o e = ord, M. En particulier, si
p M, alors Ry, = M»(Oy).

Dans la suite, on suppose K = Q. On définit les notions de classes d’une algébre de quaternions B

sur Q.

Définition 4.17. Deux idéaux I, J sont équivalents a droite s’il existe b € B> tel que I = Jb. Soit R
un ordre. On appelle classes a gauche les classes & droite des idéaux & gauche de R. On définit maniére
analogue les classes a droite de R.

Proposition 4.18. Si I est un idéal a gauche de B, on note I=* = {b € B | IbI C I}. Alors si R est
un ordre,
i. L’application I — I~' induit une bijection entre les classes & gauche et les classes a droite de R.
1. Si J est un idéal fixé, alors Uapplication I — JI induit une bijection entre les classes & gauche de

R,(J) et les classes a droite de Rq(J).

Définition 4.19. Soit R un ordre de B. Le nombre de classes de R est le nombre de classes des idéaux
a gauche (ou a droite) de R. Le nombre de classes de B est le nombre de classes de n’importe lequel de
ses ordre maximaux.
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4.2 Matrices de Brandt et correspondance de Jacquet-Langlands

On suit les expositions de [Gro87] et [Piz80]. Soit My, My deux entiers et N = M; M, sans facteur
carré. On suppose que M; posséde un nombre impair de diviseurs premiers et on considére dans cette
partie l'algébre de quaternions B sur Q ramifiée a 'ensemble des places S = {p | p|M1} U {c0}. Soit R
un ordre d’Eichler de B de niveau N, ce qui implique donc (en notant B, = B Q, et R, = RQ Z,)
que pour p € S\ {o0}, R, est 'unique ordre maximal de B, et pour p ¢ S, R, est conjugué a l'ordre

d’Eichler de niveau N
Ly, Zp\ _ a b
(w2, 2)={ (¢ §) e

dans B, ~ M>(Q,). Notons I1,..., I les classes d’idéaux & gauches de R et R; l'ordre & droite de
I;. Puisque la norme N(z) sur B est une forme quadratique entiére définie positive, elle représente un
nombre fini de fois 1. On en déduit que Pensembles des unités R de R; est fini et on peut donc noter
wi = |R[/2.

Pour 1 < 4,5 < h, le réseau M;; = Ij_IIi a R; pour ordre a gauche et R; pour ordre & droite. On
considére la série théta

¢c=0 mod NZ,,}

1 . .
0:(q) = o qN(b)N(IJ)/N(Il)_
J beM;;

C’est une forme modulaire de poids 2 pour I'y(N) [Piz80, Théoréme 2.14.], dont on note les coeflicients

de Fourier
0:5(q) = > Bij(n)q",
n>0
de sorte que B;;(n) vaut ﬁ multiplié par le cardinal de {b € M;; | N(b) = nN(I;)/N(I;)}.

Définition 4.20. On appelle matrice de Brandt de degré n > 0 la matrice B(n) = (B;;(n))1<i,j<n- On

a en particulier B(0) = %(w;1)1<i7j<h) et B(1) est la matrice identité.

Preuve. Le résultat est clair pour B(0), puisque {b € M;; | N(b) =0-N(I;)/N(I;)} = {0}. Pour le
calcul de B(1), on utilise le corollaire 1.20. de [Piz80], qui énonce qu’un idéal & gauche I d’un ordre O
contient un élément b € I tel que N(b) = N(I) si et seulement si I est dans la méme classe que O.
Ici, M;; est un idéal a gauche de R;, donc 'ensemble {b € M;; | N(b) = N(I;)/N(I;)} est non vide si et
seulement si I]-_lli ~R; = Ij_llj i.e. i = j. On en déduit donc bien que {b € M;; | N(b) = N(I;)/N(I;)}
est de cardinal §;;2w;.

O

Proposition 4.21. Les matrices de Brandt vérifient les propriétés suivantes
i. Les sommes 2, iy, Bij(n) sont indépendantes de 1 <1 < h.
ii. Sim An =1, alors B(mn) = B(m)B(n).
iii. Sip [N est un nombre premier, alors B(p™*2) = B(p"1)B(p) — pB(p").

iv. Les matrices de Brandt B(n), pour n premier avec N, engendrent une Z-algébre commutative, que
l’on notera B.

v. Pour tout 1 < 4,5 < h, w;B;;j(n) =w;Bji(n), et donc w;b;; = w;0;.
Preuve. Pour les trois premiers points, voir [Voi2l, p. 770, proposition 41.3.1.] et [Voi2l, p. 771, pro-
position 41.3.6.] (attention, les matrices de Brandt sont les transposées de celles définies ici). Pour iv. il

suffit de combiner i. et ii. qui montrent les B(p), p JN engendrent B et commutent. Pour le point v., on
peut consulter [Piz80, p. 356, lemme 3.18.(a)].

O

Remarque 4.22. Une approche géométrique est également possible, que nous utiliserons un peu plus bas
pour faire apparaitre les séries 6;; dans 'expression de la valeur centrale de la fonction L(F,2). En effet,
si I’on consideére

X = ((R*\ BX(Q)) x B(Q))/B*(Q),
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ot R=R® Z, alors on peut se donner g¢i,...,g, des représentants des classes pour R* \BX/BX et
poser R; = Bﬂg;lffgi, qui est un ordre d’Eichler de discrimant réduit N. En notant M;; = B ﬂg;lfigi,
les notations des R; et des M;; coincident avec les notations précédentes [Gro87], & un multiple preés, ce
qui ne modifie pas la définition des 6;;. En particulier, I'; = B* N Brg; 'Rg; et sil'on choisit les g; tels
que g;.00 €t N(g;) =1, alors

1 ,
vreh, Oy(r) =5 TN ),
T be My

car d’aprés notre choix, N(I;)/N(I;) = 1.
Notation 4.23. D’aprés le point i. de la proposition 4.21, on peut définir indifféremment de 1 < j < h
F = Z 07;’]' = chqn,
1<j<h n>0
qui est 'unique série d’Eisenstein de poids 2 pour T'o(V).
Remarque 4.24. Les deux premiers coefficients de E vérifient
1 1
Cco = Z Blj(O): Z r:* (p—’_gp)v
, , w; 24
1<j<h 1<j<h pIN
d’aprés la formule de masse d’Eichler, [Voi21, p. 423, théoréme 25.3.19], et
C1 = Z Blj(l) = Z (Sij =1.
1<i<h 1<j<h

Il s’agit maintenant d’exhiber un espace sur lequel agissent les matrices de Brandt. Pour cela, plusieurs
choix sont possibles, mais nous choisissons un espace que ’on va noter Pic(X) (c’est en effet le module
libre engendré par les fibrés en droites de la courbe X introduite a la remarque 4.22).

Notation 4.25. Soit Pic(X) I'ensemble des applications définies sur ’ensemble des classes d’idéaux a
gauche de R et & valeurs dans Z (on notera également Py = Pic(X) ®Q), dont (eq,. .., e,) est une base,
en notant e; = 1, et que 'on munit de la forme bilinéaire symétrique et non dégénérée ( , ) vérifiant

\V/l g Z,j g h, <6i76j> = ’LUZ(SU
Notons ap = Y, w; 'e; et considérons la forme linéaire deg : Pic(X) — Z définie par
Va = Z Aie; € Pie(X), dega = Z a;,
1<i<h 1<i<h
de sorte que pour a € Pic(X), degb = (ag,b).
Par convention, on fait agir les matrices de Brandt a droite sur cet espace, c’est-a-dire d’aprés les
relations
B(n)el = Z Bij(n)ej.
1<5<h

Proposition 4.26. Les matrices de Brandt B(n), pour n premier avec N, sont auto-adjointe par rapport
a la forme bilinéaire ( , ) définie sur Pic(X) et sont donc simultanément diagonalisables sur Pr :=
Pic(X) @ R, car elles commutent deuz & deuz. L’algebre B est donc semi-simple et puisque les traces
coincident, elle est isomorphe a Ualgébre de Hecke sur Ms(To(n),Q) engendrée par les opérateurs de
Hecke T,,, pour n premier avec N [Piz80, p. 359].

Preuve. Les matrices de Brandt sont auto-adjointes d’aprés la relation de symétrie 4.21.v.
O

On va rendre explicite la correspondance entre I'action des opérateurs de Hecke sur My (T'o(N), Q)
et celle des matrices de Brandt sur Fy.
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Notation 4.27. On définit 'accouplement ¢ : Py x Py — M3(I'o(N)) par
V1 < 27] < h, (,0(67;, ej) = wjei’j.

Proposition 4.28. Soit a,b € Py. On a les propriétés suivantes.
i. (a,ap)=dega- E,
ii. le premier coefficient de Fourier ai(¢(a,b)) est égal a {(a,b),

iti. pour tout n premier avec N, p(B(n)a,b) = p(a, B(n)b) = p(a,b) | T,, ou T, est le n-ieme
opérateur de Hecke,

w. si f = Zn>1 anq™ € Sa(T'o(N)) est une forme propre de Hecke nouvelle et normalisée, alors il
existe une unique droite dirigée par un vecteur ay € Pg tel que, pour tout p premier ne divisant
pas N, B(p)ay = apay et de plus, p(af,b) = (ay,b) - f.
Preuve.
i. Par linéarité, il suffit de le vérifier pour a = e; et donc

n

vle;,ap) = Zw;lcp(ei,ej) = ZGM =FE =dege;- E

j=1 j=1

ii. Puisque a1 o ¢ est une forme bilinéaire sur Pic(X), il suffit de le vérifier pour a = ¢; et b = e;, or
(e;, e;) = w;b;j, dont le premier coefficient de Fourier est w;B;j(1) = w;d;; = (e;, €;).

iii. A nouveau, on le vérifie pour a = ¢; et b = e; et puisque les B(p), pour p premkier ne divisant
pas N engendrent B, et que matrices de Brandt et les opérateurs de Hecke vérifient les mémes
relations, il suffit de le vérifier pour les B(p) et les T,,. D’une part,

P(B(p)eie;) = > Bu(p)pler,e;) = Y Bi(p)wibi; =Y w; > Bix(p)Bij(n)g",

1<k<h 1<k<h n>0  1<k<h

or, puisque Zlgkgh Bik(p)Bg;(n) = (B(p)B(n)):j, on a
w; Y Bi(p)Bi;(n) = (B(p)B(n)es, ;) = (es, B(n)B(p)e;) = w; Y Bij(p)Bir(n).
1<k<h 1<k<h

Et donc on a bien

(e, B(p)e;) = > Bix)pleier) = > Bix(@wibix = > Bij(p)w;bki = @(B(p)ei, e;).
1<k<h 1<k<h 1<k<h

Enfin, 'action des opérateurs de Hecke T}, est donnée par

pleses) | Ty=w; | Y Bij(n)g" | | T,

n>=0
= wj Z ij np +szj (n/p q + Z sz np
pln plh

D’autre part,

SO(B( elae] _wjz Z Bkj ) :Z(B(n)B(p))quna

n>01<k<h n>0

et d’aprés les propriétés des matrices de Brandt données en 4.21, si p|n et n = n/p"+1 avec p n,
alors on a

B(p)B(n) = B(p)B(n')B(p"*") = B(n')(B(p"*?) + pB(p")) = B(np) + pB(n/p),

et si p fn, alors B(p)B(n) = B(pn), ce qui correspond finalement 1’action des opérateurs de Hecke
décrite plus haut.
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iv. L’existence de ay provient du fait que les algébres B et ’algébre de Hecke engendrée par les T},
(p, N) =1 sont isomorphes. L’unicité (& multiplication par un scalaire prés) provient du théoréme
de multiplicité un [Bum98|. En outre, le point iii. montre que ¢(ay, b) est propre pour les opérateurs
de Hecke, de mémes valeurs propres que f, et puisque d’aprés le point ii. on a a1 (p(as, b)) = (as, b),
le théoréme de multiplicité un nous permet d’affirmer que ¢(ay,b) = (ay,b)f, la forme f étant
normalisée.

O

4.3 Courbes elliptiques supersinguliéres

Dans le cas particulier de l'algebre de quaternions By, .} ramifiée uniquement en une place finie
p, on peut établir une correspondance entre les ordres maximaux et certaines courbes elliptiques en
caractéristique p.
Soit K un corps commutatif quelconque. On tire les deux résultats suivant de [Sil09, p. 100, théoréme
9.3] et [Sil09, p. 109, exercice 3.18].
Théoréme 4.29. Soit A un anneau intégre de caractéristique nulle tel que
i. A est un Z-module de rang au plus 4,
7. A est muni d’une anti-involution a — a telle que
Va,be ANz €Z, atb=a+b ab=ab, & &=ouz,
1i. Pour tout a € A, aa est un entier positif ou nul et aa = 0 si et seulement si a = 0.
Alors A est soit isomorphe a 7, soit est un ordre dans un extension quadratique imaginaire de Q, soit

est un ordre dans une algébre de quaternions sur Q.

Corollaire 4.30. L’anneau des endomorphismes End(E) d’une courbe elliptique E/K est soit Z, soit
un ordre dans un extension quadratique imaginaire de Q, soit un ordre dans une algébre de quaternions
sur Q. De plus, si B=FEnd(F) ®z Q est une algébre de quaternions, alors

1. K est de caractéristique p > 0,

1. B est 'unique algébre de quaternions sur Q ramifiée auz places oo et en p,
iti. End(FE) est un ordre mazimal de B.

Ceci suggére donc une correspondance entre ordres maximaux des algébres de quaternions ramifiées
en deux places et les anneaux d’endomorphismes de rang 4 des courbes ellptiques en caractéristique non
nulle. On rappelle donc la notion de courbe elliptique supersinguliére.

Soit K un corps de caractéristique p > 0. Si F est une courbe elliptique sur K, on note Fr, : E — E®")
la r-iéme itération du Frobenius sur E. Pour m > 0 entier, on note E[m] les points de m-torsion de E.
Proposition 4.31. Les propositions suivantes sont équivalentes.

1. E[p"] = 0 pour un entier r > 1,

2. P/‘r\, est purement inséparable pour un entier r > 1,

3. L’application p : E — E de multiplication par p est purement inséparable et j(E) € F 2,

4. End(FE) est un ordre dans une algébre de quaternions.

Définition 4.32. Une courbe elliptique F sur K est dite supersinguliére si elle vérifie 'une des conditions
équivalentes précédentes.

Plus largement, on peut faire le lien entre les morphismes de courbes supersinguliéres en caractéris-
tique p et les classes idéaux a gauche de l'algebre de quaternions B = By, o) ramifiée aux places p et
00.
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Proposition 4.33. Soit Ey une courbe elliptique sur IFT, et Ry = End(Ey) lordre mazimal de B cor-
respondant. On a une équivalence de catégories entre la catégorie des courbes elliptiques supersinguliéres
sur F, (pour les isogénies) et la catégorie des Ro-modules a gauche (pour les morphismes non nuls de
Ro-modules a gauche), via le foncteur

E — Hom(E, Ep).

En particulier, il existe une bijection entre les classes d’isomorphisme des courbes elliptiques supersin-
guliéres sur F, et les classes d’idéaux a gauches de Ry, et si une courbe E correspond a une classe I,
alors End(F) ~ Ry(I).

Preuve. Voir [Voi2l, p. 791, théoréme 42.3.2].
O

On peut méme étre plus précis et caractériser les points supersinguliers de la courbe modulaire
Xo(N1) en caractéristique p en terme d’algébres de quaternions, ou p fNi, en suivant [Mes86].

Définition 4.34. Un point supersingulier de la courbe Xo(Ny) en caractéristique p est un couple (£, C),
oil I est une courbe elliptique supersinguliére sur IF,, et C' est un sous-groupe cyclique de & d’ordre Nj.
On identifie deux points supersinguliers (E,C) et (E’,C') aux isogénies ¢ : E — E’ qui envoient C' sur
C’ pres.

Proposition 4.35. Soit Sy un point supersingulier de Xo(N1) en caractéristique p et Ry = End(Sp)
(au sens des morphismes de points supersinguliers), qui est un ordre d’Eichler de niveau Ny de B. Alors
on dispose d’une bijection entre les points superssinguliers de Xo(N1) de niveau p & isomorphisme prés
et les classes & gauche de Ry, via

S — Hom(S, Sp).

On peut donc former

My =P z[s],
S

ot S décrit ’ensemble des points supersinguliers, de sorte que 'on a directement My ~ Pic(X) en
tant que Z-modules. On peut alors se demander comment faire définir intrinséquement les opérateurs de
Hecke sur Mp. Pour cela, on définit simplement pour n premier avec p,

T(E,C) = > (E/Cy,(C + Cy)/Ch),

Chn

ou (), parcourt les sous-groupes d’ordres n de E pour lesquels C,, N C = @. Ces opérateurs coincident
alors bien avec 'action des matrices de Brandt sur Pic(X).

5 L’élément diagonal et la formule de Gross-Kudla

5.1 Un premier pas : la formule de Siegel-Weil

Afin d’exprimer la valeur centrale (en s = 2) de la fonction L(f ® g®Hh, s), nous allons d’abord utiliser
une généralisation de la formule de Siegel-Weil démontrée par Kudla et Rallis [KR88], qui nous permettra
d’évaluer en s = 0 (ce qui revient a évaluer la fonction L de F en s = 2) la série d’Eisenstein E(g, s, ®(s))
dans la représentation intégrale de la proposition 2.20 de la fonction L(F,s), et de exprimer comme
I'intégrale d’une série théta.

Il convient tout d’abord de remarquer que si ¢ = — Hp‘ ~ Ep (défini & la partie 2.1) vaut —1, alors
d’aprés I’équation fonctionnelle de L(F,s), alors L(F,2) = 0.
On se concentre ici dans le cas ol € = 1, et oil il existe donc un nombre impair de diviseurs premiers
p de N tels que €, = —1 et on considére S ’ensemble de ces places, auxquelles on ajoute la place oco.
Soit alors B l’algébre de quaternions sur Q ramifiée aux places contenues dans S (qui sont donc bien en
nombre pair), et Trp sa trace réduite et N(-) sa norme réduite. Notons que cette algébre de quaternions
est entiérement déterminée par F'. Soit R un ordre d’Eichler de B, de niveau N, on notera comme

25



d’habitude R, = R ® Q, pour toute place p de Q.

Nous allons introduire la notion de représentation de Weil, dont nous allons nous servir pour construire
rapidement des représentations appartenant a I(s) ou I,(s). Pour cela, on suit I'exposition de [JL70,
p. 1], d’apres les résultats de [Wei64].

Soit 1 le caractére additif de A tel que ses localisés v, ont pour conducteur Z,. On note V' le Q-espace
vectoriel de méme ensemble sous-jacent que B, muni de la forme quadratique NV, dont la forme bilinéaire
associée est simplement donné par (x,y) = Trg(zy). On note O(V) le groupe orthogonal associé a V.

Proposition 5.1. Soit p une place finie de Q. Pour le caractére 1, il existe une unique représentation

wz(,l) de SLy(Qp) sur S(V,) (Uespace de Schwartz-Bruhat), dite de Weil, telle que pour toute fonction
v € S(Vh),

ivacg ol ((* 1)) 000 = laltpta),

i we @l (1 1)) 00 = vy o Toa, O @)t

i, wi” <(1 1)) (0)(z) = e (),

ol

p(a) = /B ¥ o Trp, (@F)p(y)dy

P

est la transformée de Fourier de @, avec dy la mesure auto-duale de B,.

On étend alors cette définition pour former une représentation de Weil w de G*(A) := Sp,(A) sur
'espace de Schwartz-Bruhat S(V(A)3), qui commute avec Paction naturelle de O(V)(A) [Wei64]. Plus

précisément, si ¢ € S(V(A))3, pour tout = € V(A)®",

Vb € Symy(A),  w(n(b))(w)(x) = ¢ o Tr(bN (z))p(x) (5:2)
Va € GL3(A), w(m(a,1))(e)(x) = |detal®*p(az) (5.3)

Remarque 5.4. Puisque SL2(Q,,) se plonge diagonalement dans Sps(Q,,) (via H(Q,)NG(Q,) = SL2(Q,)?),
on peut restreindre I’action des localisés aux places finies p de w a SL2(Q,)?, ce qui donne la représen-

. 3) . (e C . . .
tation wy 1= wp (par unicité de la représentation de Weil).
Remarque 5.5. En particulier, si les w;,7 = 0,...,3 sont les éléments définis en 2.11, alors comme
w; est Pimage dans G' de I’élément <1, R N ( 1) yeens < 1> ) de H, laction de w(w;) sur
oo\ -1 ~1
3—; fois -
i fois

V1 Qs ® 3 est triviale sur les 3 —i premiéres composantes et donnée par ’équation iii. de la proposition
5.1 sur les i derniéres.

Définissons maintenant la série théta définie & partir de 'action de w et des sections plates de I(s)
associées.

Notation 5.6. Soit ¢ = Q), ¢, € S(V(A)), avec pour toute place p finie ¢, la fonction caractéristique
de Ry et o = e~2™N0), On considére ¢ = ®° € S(V(A))®°. On forme la fonction théta

Vg€ G'(A),Vr e O(V(A), 6(g,r,¢)= > (w(9)@)(r 'a), (5.7)
zeV(Q)3

ainsi que son intégrale

I(g,5) = / 0(g,r, )dr,
O(V(Q)\O(V(A))

avec dr la mesure de Haar de O(V(Q))\ O(V)(A) normalisée telle que vol(O(V)(Q))\O(V)(A),dr) = 1.
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Remarque 5.8. La série 0(g,r, @) est G (Q)-invariante & gauche comme une fonction de g et O(V)(Q)-
invariante a gauche comme une fonction de r. En outre, B est une algébre a division, donc ’espace
quadratique V est anisotrope (car N(z) = zZ), donc l'espace O(V)(Q) \ O(V)(A) est compact et donc
lintégrale I(g, p) (et la mesure dr) sont bien définies.

Remarque 5.9. Pour g = nm(a, \)k € G(A) = N(A)M(A)K, les quantités |a(g)| := | det a|a et [A(a)| :=
|A|a sont uniquement déterminées par g, bien que a(g) et A(g) ne le soient pas.

Notation 5.10. Pour g € G(A) et pour tout s € C, soit

Phac (g, 5) = [A(9)| 7> (w(g1)2)(0) - lalg)|*,

=" )

Remarque 5.11. La restriction de ®gae & K est indépendante de s (puisque |a(K)| = 1 = |A(K)|), d’on
I'indice "flat".

Remarque 5.12. La fonction g + ®ga¢(g, s) est un élément de I(s), car pour g = nm(a, \)k € G1(A) et
n’ € N(A), m(a’,N) € M(A), on a

n'm(a’, Nk = n'm(a’, \')nm(a, \)k = im(a’a, \N )k,
avec 1 € N(A), donc d’apreés les lois (5.2) et (5.3) de transformation de w,
Phac(n'm(a’, N)g, ) = |NA 7373 (w(m(a’a, 1)k)@)(0) - | det(a’a)|*®
?|

= N7 det(a’)[**| det(a') *[A(9)| 7> (w(m(a, 1)k)$)(0) - |a(g) |**
= Xs (n’m(a’, )\/))(I)ﬂat (gu 8);

oil s est le produit des x;,, locaux.

Proposition 5.13. Puisque g — Pant(g,s) € I(s), on peut considérer sa série d’Eisenstein E(g, s, Paat),
comme définie en 2.18, qui se prolonge méromorphiquement au plan complexe en s et est en particulier
holomorphe en s = 0. D’aprés la formule de Siegel-Weil, on a alors

E(g,0, ®aat) = 21(g, ).

Il nous reste donc & relier la valeur en s = 0 de cette nouvelle série d’Eisenstein & celle étudiée
précédemment. Pour cela, on va établir la proposition suivante.

Proposition 5.14. Soit ¢ € S(V(A))®3 comme définie en 5.6 et pour une place p finie, soit p, = <p§3
sont localisé en p.

i. Sip [N, alors pour tout g € G*(Q,),

Pfrar,p(9,0) = (W(9)$p)(0) = P, (9,0),

ot ®g (s est la section Kp-invariante de Ip(s) définie en 2.14.
i. Sip|N, alors pour tout g € G*(Q,),

Branp(9.0) = (w(9)5,)(0) = B3 (g, 0),
ol @jgp a été définie en 2.14.
Preuve. Puisque I'on a des éléments de I,(s), il suffit de montrer ces égalités pour g = k € K,NG'(Q,).
ou

Lemme 5.15. La transformée ¢, de p, est égale a Iip]lRp,

Ep ={reB,|VyecRy, Trp,(2y) € Zy}

1

est linverse de la différente de R, et Kk, := vol(R,,dx) vaut p~' si p|N et 1 sinon.
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Preuve. On a
Gola) = [ oMo, a0y = /R $p o Trp, (27)dy.

Or, le conducteur de 1, est Z,, donc si = ¢ Rp, alors il existe y € R, tel que ¢ o Trp, (27) # 1, et donc
par translation, ¢,(z) = 0. Donc

Go(w) = L, (&) [y o Tr, @T)dy = w1y (o)

=1si wERP

Lemme 5.16. La fonction ¢, est Ko(p)-invariante (sous laction issue wp).

Preuve. On se permet de noter momentanément ¢ = ¢,. On utilise le fait que tout élément k£ =

(a Z) € Ko(p) N G (Q,) se décompose

pc
oo (1 b fd=1 1
a 1 d) \pd~tc 1)°

et puisque d € GL3(Z,), on a |detd| =1 et donc

()@ = o5 00 @) - (1, 1)) @a),

ou (z,y)s désigne la matrices (Tr(z;7;))1<i,j<3- Or,

1 1 —pdle _
(e 1) = (" 7) st

(i 1)) @ =, szoTr(d%x,y)s)w((l Y ur) @

=y [0 THd ,y)s)o o Trs(—gpdely,y)s)eo(—ws) () (3)y

Vi

= [ T a0 Tos(—5pd e)a) ()

P

= /if) Yo Tr(d (z,y)3)1 o Trg(f%pdflc(y, Y)3)dy,

. . -1
d’aprés le lemme 5.15. Or, si z,y € R, alors Trp, (27) € K,Z, (car R, est conjugué a <§p NZ Zp)),
P P

donc si on note A =d !¢, on a

Tr(A(y, y)s) =2 Aulyi,vi) +2 Y Aij (Ui, ;) € 26,2y,

i i<j

d’ont Trg(—%pd_lc(y, Y)3) € Zy, et donc notre intégrale est simplement égale a

k5 [ o Te(d (z,y)s)dy = K5 vol(Ry,dy)*1p (2) = 15 (x) = Gp(a),

5 a P P
3
RP

c’est donc le résultat voulu, puisque pour x € RS,
1 -1
P 3 Tr(bd™ " (z,2)3) | = 1.
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O

En appliquant directement le lemme précédent, on déduit que w(g)(@,)(0) est un élément de I,,(0)%0(®)
comme une fonction de g. Or, d’aprés la remarque 5.5, w(w;)(@p)(0) = (epkp)’ (puisque 0 € R, N R,
évidemment). Par conséquent, on a nécessairement

w(g)(p)(0) = Z(Ep“p>j¢j(97 0),
J
ce qui est exactement le résultat énoncé.

O

Finalement, c’est ce résultat qui explique les choix des sections locales @%’p, et qui permettent ensuite
d’appliquer la formule de Siegel-Weil, dont on savait déja qu’elle permettait de résoudre la conjecture
de Jacquet de maniére non-explicite [HK91].

Proposition 5.17.

L(F,2) = 2(0)(0) " Lo (F,2) ! /Z i, FOTE 21

_t o N - a D
_ 9l0 tw2ﬂH(p+1)3(l+5Pp 1)2/ F(g)I(g,%)dg,
IN Za(A)H(Q\H(A)

ot t est le nombre de diviseurs premiers de N et F a été définie en (2.19).
Preuve. Notons
\11(97 S) = @;2(9007 5) H (I)j%pp(gpv S) H @Kp (gpa S) = E(S) : (I)ﬁ(g? 8)7

p|N pIN

et ©(g,s) = U(g,5), avec £(s) = &oo(s) [, n &p(s), tels que définis en 3.1 et 2.10. On considére la section

(I)(gv S) = \Il(gvg) = q)go(goov S) H (I)%; (gpa 8) H (I)Kp (gpa 3);
p|N p|N

de sorte que Pyig(g, s) = ®(g, s) — Paat(g, s) s’annule en s = 0. Alors d’une part

E(g7§a \I/) = E(g7 576) = E(ga S, (I)) = E(g7 S, (I)diff) + E(ga S, ¢ﬂat)7
et E(g,s,®%) = ¢(s)"1E(g,s,V), donc d’aprés la formule de Siegel-Weil 5.13,
E(g.5,®%(5))]s=0 = £(0) " E(g, 5, ¥)|s=0
= 5(0)_1E(97§7 (bdiff)|s:0 + f(o)_lE(!],g, q)ﬂat)‘s:()
= 2£(0)"' I(g, 9)-

O

De maniére classique, on ré-écrit la forme intégrale de L(F,2), avec la mesure du(z) = Hj’:l d””;?“
i

sur h® (en la variable z = (21, 22, 23), zj = Tj + 1y;).
Proposition 5.18.
277t7.r5N _ ] g
F2) =2 Tl ew™? [ Pl ) Tloms P1(E),
245 0N Lo (N)?\b?

. 1 z;\ (a; -1
0l goo = (91,92, 93) €t gj = ( f) ( ! a'l); avec aj =y; *.
J
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Preuve. Voir [GK92, p. 186, équation (9.5)].

Remarque 5.19. On calcule j(goo,7) ™2 = y132y3, de sorte que
27_t7T5N B -
0r2) = g [ [ P mmsadi(:),

242 o o(V)?\p?

et on reconnait presque l'expression d’un produit scalaire de Petersson.
1l s’agit donc d’exprimer I (g, ¢) sous une forme plus commode, plutot que comme l'intégrale d’une
série théta sur le groupe orthogonal de V. Pour cela, on va construire une application surjective et propre

(Zu(R)*M(Q) \ M(A)) x C — O(V)(Q) \ O(V)(A), (5.20)
avec C qui s’identifie & un sous-groupe compact de O(V)(A),
M = (B*(Q) x B*(Q))o = {(b1,b2) € B*(Q) x B*(Q) | N(b1) = N(b2)}

et Zp C M est le plongement diagonal du centre de B*(Q) dans B*(Q) x B*(Q). De maniére classique,
on a un isomorphisme M/Zy; ~ SO(V).

On va étendre cet isomorphisme pour décrire O(V') tout entier. Pour cela, on considére 'involution
7 : M — M définie par

V(b1,ba) € M, 7(by,b2) = (b2/N(b2),b1/N(by1)).

On rappelle que N(b1) = N(bg). C’est bien une involution, puisque N (b;N(b;)~!) = N(b;)N(b;)~2 =
N(bj)~!. Obtient donc une surjection

p:Mx(r) = O(V),
définie pour tout = € V par
V(by,bo) € M, p(b1,bo)(x) = b7 aby !t et p(1)(z) =T
Pour vérifier que p est ainsi bien défini, il sufffit de vérifier que pour tout x € V,
(b1, b2) € M, por(by,ba)(x) = p(r) 0 p(br, b2) 0 p(7) " ().

Et on voit directement que puisque N (by) = b1by,

p(7) 0 plbr,b2) 0 p(r) M (z) = bz by

=By by boabibiby !

(i) i) "ot

Le noyau de p est Zyy, et p est surjectif puisque p(7) & SO(V), ce qui induit la suite exacte

1= Zy > Mx () > 0(V)—=1.

Maintenant, pour ’ordre d’Eichler R considéré précédemment, soit R=R®Zet Ky = (ﬁ’,x x R* )o, de
sorte que Kjs est un sous-groupe compact de M (Ay). Pour chaque place v, on étend 7 en une involution
T, + M(Q,) — M(Q,) et on note C' = [], (7,), qui s’identifie par p ) un sous-groupe compact de
O(V)(Ay) et on munit donc C de la topologie correspondante.

Construisons maintenant une mesure sur M (A). Sur M (Ay), on fixe la mesure de Haar pour laquelle le
sous-groupe compact ouvert Ky est de volume 1. On peut en outre écrire M(R) = Zp(R)* - M(R)?,
avec M(R)! le groupes des éléments (b1, bo) € M(R) de norme 1 et Zp(R)" identifié a RY. On choisit
donc dm sur M (R) le produit de d*z = dz—z la mesure de Haar sur R} et de la mesure de Haar sur le
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groupe compact M (R)! telle que vol(M(R)!) = 1. On considére également dc la mesure de Haar sur C
telle que vol(C) = 1.

Maintenant, on pousse en avant par 'application (5.20)1la mesure dm®dc en une mesure dor de O(V)(Q)\
O(V)(A) et qui vérifie

/ fr)der = / f(p(m, c)dmde. (5.21)
O(V)(@\O(V)(A) (Zm (R)T M(Q\M (4))xC

Il s’agit maintenant de décomposer (Zy(R)TM(Q) \ M(A)) x C en respectant les symétries de la
série 0(g,r, p) définie en (5.7). Pour cela, on considére la décomposition

B) =| | B*(Q)Bb: R, (5.22)
=1

ot les b; sont des représentants des classes de B*(Q) By \ By /I%X, que 'on peut choisir tels que b; o =1
et N(b;) = 1. On applique maintenant cette décomposition a M (A).

Lemme 5.23.
i. En posant m;; = (b;,b;) € M(A), on a

Ma) = || M@M®)my; Ky

1<i,j<n

ii. En posant I';; = M(Q) N M(R)minMm;jl et; = B(S N By biRXb;l, alors T';j et T'; sont finis et
Fij ~ I‘Z X Fj

Preuve. Voir [GK92, p. 188, lemme 9.1].

Ainsi, en notant 2w; = |I';| et 4w;j = |I'; ;| = w;w;, en utilisant (5.21), on obtient

Yol(O(V)(@) \ O(V)(A), dgr) = vol(Zys (R)* M(Q) \ M(A),dm) = 3 = (121> ,

v, i

car d’une part BX@BX \ BX/R* = B*(Q) \ B*/R* et d’autre part AXB*(Q)\ B = B*(Q) \
B} /R*Q* 7%, donc puisque R* contient une copie de Z* et BZ contient R*Q*, on peut voir A* B*(Q)\
B} comme un quotient de B*(Q)BX \ B} /R*.

Par conséquent, dr = (% > wi) dor, ot dr est la mesure de Haar telle que vol(O(V)(Q) \
O(V)(A),dr) =1, et donc en appliquant (5.21) a la définition 5.6,

—2
1 1
I(goos0) = 5D — / 0(goo, p(m, c), @)dmde.
(9o <2Zi:wi> Zar (R)+ M(Q)\M(A)xC (9oc, p(m, ), )

Puisque ¢ est invariante sous les actions de K7, de C et de M!(R), on en déduit qu’il en est de méme
pour (g0, p(m, c), ®) en m et en ¢, donc

1(900:9) = (; > j) 12 o 0 plmi). ). (5.24)

i ,J

Or, par définition de g, donnée en 5.18 et de Paction de la représentation de Weil, pour € = (£1,&2,&3) €
V(R)?,

W(Goo)(P)(€) = Y142Y3Y00 © Tr(2N(§)) = y192y3Y00 (21N (1) + 22N (&2) + 23N (€3)).
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On en déduit que

0(9oc, P(Mij), &) = y1y2y3 > oo 0 Tr(2N(€)) = 8y1y2y3w; 0ij(21)0;5(22)055(23).
£€(Bgnb, Rb; 1)3

En effet, en suivant la remarque 4.22, on peut imposer ¢; = b; = b; ! et alors on a
By NbiRb;" = Bo Mg ftgj = Mjs,

donc on peut écrire, d’aprés le point v. de la propriété 4.21,

Veeh wli(z) =5 Y Us(aN(E) = w0(2)

£€Bgnb; b !

et finalement, d’apreés la derniére égalité de (5.19),

3
> Yoo o TrNE) =[] D Woo(2kN(&k)) = 8w6i;(21)6:(22)6:5 (23)-

pp—1 k=1 Ryt
§€(BgNbi Rb; )3 §r€BoNbi kb

Par conséquent, en posant

1
Vz € []3’ @(2) = Z WiW.5
i

w?@ij (21)055(22)0i5(23),

on obtient

Proposition 5.26.

8—t7.(.5
L(F2) =2 / F(2)80) (yry2s)?du(2).
Lo (N)3\p3

Preuve. On a démontré, en combinant (5.24) et (5.25),

—2
- 1 1
I(goo, §) =2 (2 > w-) Y192930(2),

donc d’aprés la proposition 5.18,

28—tp5 NV

L(F2) = —55— [[a+ep ) <; > ;) /FO(N)B\h3 F(2)(y192y3)*0(2)dp(2).

p|N

On conclut en appliquant la formule de masse d’Eichler, [Voi21, p. 423, théoréme 25.3.19],

1 N _1
ZE =51 (I4+epp™ ).
i p|N

(5.25)

O

Finalement, on voit que la valeur centrale de F' est & une période preés le produit scalaire de Petersson
(, ) entre F et ©. On peut décomposer orthogonalement M, (To(N),R)®” = (F) @ (F)*, de sorte que
(F,0) = (F,0p), ot Op est la composante de O selon la droite (F'). Nous allons préciser ’expres-
sion de ©p dans la partie suivante, en voyant © comme un certain élément diagonal dans le pendant

quaternionique de notre approche.
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5.2 L’élément diagonal de Gross et Kudla

d
Soit d > 0 entier. On généralise les constructions de la section 4.2 & Pg’ . En particulier, on dispose
des accouplements induits par le produit tensoriel

d d d d d
(,): By xPBy = Q et @:PY xP§ — My(To(N),Q)* .
On notera qi, ..., qq les composantes des variables de h¢. Des résultats pour d = 1, on généralise les
propriétés suivantes,

Proposition 5.27.
i. Soit A,B € P&. Le coefficient de Fourier associé & qq---qq de gp(A,B)®d vaut (A, B)®?.
. SIF=f® --®fs€ SQ(FO(N),Q)®d est un produit de formes nouvelles propres et normalisées,
si Ap =ay, ®---®ay, est le vecteur propre de Pﬂ?d correspondant, alors

VB e P2, o (Ar,B) = (Ar,B)*" - F.

Notation 5.28. L’élément diagonal de Gross-Kudla est

D

1<ig<h

en particulier pour d = 1, A = ag. On a directement

3 1 3
P(A,A)F = Z Wef?j (91,42, 43) = ©(q1, G2, g3)-
e}

i,J
Considérons maintenant d = 3 et notre forme triple F = f ® g ® h. Pour ( , >tim633
décomposition orthogonale

,on a la

PP = (Ar) @ (Ar)*
et pour le produit scalaire de Petersson, on a la décomposition orthogonale
My (To(N), R)® = (F) @ (F)*,
qui est bien définie, car F' est cuspidale. Pour B € Pﬁ@s (resp. G € M3(T'y(N), R)®3), on note By (resp.
Gr) sa composante selon (Ap) (resp. (F)). Selon cette notation, on a bien Ap = Ap, évidemment.

Proposition 5.29. On a
i. Op = (Ap,Ap)® . F.

it. En outre, si pour ¢ € My(To(N),R) cuspidale, nouvelle, propre et normalisée on note a, =

Yo Ai(Y)es, on a

(S w2n(H)Ai(g)hi(h)’
(s wini()2) (2, widi(9)?) (5, wiki(h)?)

(Ap, Ap)® =

Preuve.

i. Considérons le projecteur spectral pp : MQ(N)]%3 — (F), qui est un polyndme en chaque élément
T,, p fN premier de I'algébre de Hecke (car les opérateurs de Hecke sont auto-adjoints) et est donc

lui-méme un élément de I’algébre de Hecke. Ainsi, puisque © = gp®3 (A A),
Or =pr(¢® (A,4)) = 6% (prA, A) = 9% (Ap, A),

ou l'on a également noté pp l’glément correspondang de B. Or, d’aprés le point ii. de la proposition
5.27, puisque Ap € <AF>, (p® (AF,A) = <AF,A>® -F = <AF,AF> - F.
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ii. On sait qu’il existe p € R* tel que Ap = pAr, et

(Ap, Ap)®
(Ap, Ap)®”®
> wi_le?s,af ®ag® ah>®3
(ap,ar){ag, ag){an, an)
_ Siwi e agenaghlenan) _ 3 wPi(HAi(9)Ailo)
(ag,af)(ag, ag)(an, an) (ag,ar)(ag,aq)(an, an)’

donc
2

®3 2 (Zz wz2)‘z(f))‘z (Q)Ai(h))
= ar,ar){ag, ag)lan, ap) =
(Ar Ar) wtag, a)ag, ag){an, an) (D2 wihi(f)?) (32 wiri(9)?) (32, wii(h)?)

O

Remarque 5.30. Ce n’est pas le cadre du reste de mémoire, mais on peut remarquer que si 'on fixe
h = E dans le membre de droite du point ii. du théoréme précédent, on obtient le terme (en appliquant
la formule de masse d’Eichler [Voi21, p. 423, théoréme 25.3.19])

(2 widi(H)Nilg )2 {ay, aq)

(s widi()?) (3 widi(9)?) (Zyw;t) — {ag,ap)lag, ag) (Cw; )’

et donc si f # g, ce terme est nul, puisque deux formes propres normalisées distinctes sont orthogonales.
En revanche, si f = g, alors on obtient & un rationnel prés le terme

A0, ) 1 >—<Zwixi<f>2> ,

(ap,ap)(ag,ar) — (ag,ay

que I'on peut interpréter comme le degré modulaire de la courbe elliptique associée & f dans le cas d’un
niveau premier N.

5.3 La formule de Gross et Kudla

Des parties précédentes, on déduit la formule de Gross et Kudla.

Théoréme 5.31. Lorsque Hp‘Nsp (défini en 2.1) vaut 1, la valeur centrale de la fonction L associée au
produit triple F = f ® g @ h est donnée par

(£, F)

3
2rnar (B AR

L(F,2) =

ot t est le nombre de diviseurs premiers de N et () est le produit de Petersson normalisé suivant,

(F,G) = 297r6/ F(z)G(z)(y1y2y3)2du(z).

Lo (N)3\b?
Preuve. D’aprés les propositions 5.26 et 5.29, on a

1 1 (F,F)

21+t7rN(F’@) - 21+t7TN(F’ Or) =

L(F,2) =
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Annexe : quelques calculs d’intégrales sur les corps locaux

Dans cette annexe, on calcule plusieurs intégrales élémentaires qui reviennent plusieurs fois dans
les calculs de la partie 3, afin de ne pas avoir a les refaire ou & éviter d’aller les chercher ailleurs. Les
mesures de Haar sont les mesures normalisées usuelles sur Q, et Q., et ¢ est le caractere additif de Q,
de conducteur Z,,.

Tout d’abord,

Lemme 5.32. Soitn € Z.
vol(p"Z, ,dx) = p~"(1 — p~ Y et vol(B(0,p"),dx) = p" 1,
ot B(0,p™) désigne la boule ouvert de rayon p™.

Preuve. Par translation, si n € 7Z,

d d
vol(p"Z, ,dx) = / dz = / |J;\—x = / |p"x|—x =p "vol(Z,,dx).
p”Z;f p"Z;< |$| Z;,( ‘.’E|
Or, on a Zy \ {0} = |,5,p"Z,, donc

vol(Zy, dz) = 1= vol(p"Zy,dx) = vol(Z),dz) Y _p~" = vol(Z},dz)(1 - p~')~".

n>0 n=0

D’autre part, puisque B(0,p") = |_|k>_nka;,

vol(B(0,p™),dz) = Z vol(p*Z) , da) = p"~!

k>—n

O

Lemme 5.33. Soitn € Z et s € C tel que Re(s) > 0.

/ |a|sd><a:pns(17pfs)fl'
la]<p™
Preuve. On a p~"Z, =|,,5_, p"Z,, donc
/ la|*d*a = Z p " vol(p™Z, ,d*a) =p»(1—p )L
lal<p™ m>=—n

O

Lemme 5.34. Soit s € C tel que Re(s) > 0.

Y(a)|z["*de = —p~*
|z|>1

Preuve. On a Q,\ Z, = | |,,-op "Z,’, donc

2)|a|~*de = Zp—”*/ ¥(z)da.

\at\>1 n>1 nzy

Or, 9 est de conducteur Z,, donc il existe y € Q, tel que |y| = p et ¥(y) # 1. En outre, pour n > 1,
p~"Zy +y=p "Z;, donc par translation,

/an; P(x)da = /an; P(z)Y(y)de = Y (y) /an; b(z)dz,
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d’ou fp_nZ; Y(x)dz = 0. Ainsi,
/ Y(x)dr =0= Y(z)de + / Y(z)de = ¥(z) +1,
P27y |z|=p Ly |z|=p

donc ||

el =p (x)dx = —1. Par conséquent,

»/z|>1 V()] dz = Zpﬂw/ Y(x)dz = —p~*°.

— X
n>1 P~ "Ly
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